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Logika Brouwera KTB

Aksjomaty KRZ oraz

K =0 — q) — (Up — Ug)
T =Up—p
B =p—0O0p

oraz reguty (MP), (Sub) i (RQG).



Semantyka relacyjna dla KTB
Struktury Kripkego
Definicja 1. Strukturg Kripkego nazywamy pare § = (W, R)
Sktadajgcg sie z niepustego zbioru VW i relacji R na W. W
przypadku logiki KTB, R jest zwrotna i symetryczna.

Elementy W nazywamy punktami lub Swiatami, a relacje
R rozumiemy jako relacje dostepnosci: xRy znaczy: 'y jest
dostepne z Xx'.

Wartosciowanie w § jest funkcjg V : Var — W i rozszerza
sie do homomorfizmu.



Definiujemy dla x € W':

L =P
rl=aANpf
rl=aV
r=a—p

T = -«

z = Ua

wiw
wiw
wiw
wiw
wiw
wiw

r € V(p)

r=a i o z=p
r=a lub zEgp
rFEa lub xzE=pg
T =

dla kazdego y e W

if xRy then y =«

Formuta o jest tautologiag logiki KT B, gdy jest prawdziwa
we wszystkich zwrotnych i symetrycznych modelach Krip-

kego.



Rodzina rozszerzen logiki KTB

Thn = KTB & (4,,), gdzie
(4n) 0" — Oy

(trann) Ve (esli zR" Ty to xR™y)
Y

gdzie relacja R™ - dostepnosci w n-krokach, jest zdefin-
iowana indukcyjnie w nastepujgcy sposob:

xROy wiw =y
Ry wtw 3, (@R"z A zRy)



KTB C ...CTH_|_1 C Ty C ...CTZCT1=S5.

Definicja 2. Logika L jest zupetna w sensie Kripkego, jesli
istnieje klasa C struktur Kripkego, taka ze:

1. dla kazdej formuty o € L i dla kazdej struktury § € C
zachodzi § = .

2. dla kazdej formuty ¢ ¢ L, istnieje struktura Kripkego
& € C, taka ze & £ ).

Fakt 3. Logiki Tn sg zupetne w sensie Kripkego.



Problem

Miyazaki [1] zdefiniowat jedna niezupetng w sensie Krip-
kego logike w rodzinie NEXT(Ts) i kontinuum niezupetnych
w sensie Kripkego logik w rodzinie NEXT(Ts).

Pytanie: Czy istnieje kontinuum niezupetnych w sensie
Kripkego logik w rodzinie NEXT(Ts5)?

[1] Y. Miyazaki, Kripke incomplete logics containing KTB,
Studia Logica, 85, (2007), 311-326.

[2] Kostrzycka Z, On the existence of a continuum of log-
ics in NEXT(KTB @& 0%p — O3p), Bulletin of the Section
of Logic, Vol.36/1, (2007), 1-7.



Definicja 4. Logika modalna L jest zwarta (w stosunku
do struktur Kripkego) gdy kazda formuta nieseparowalna
od L za pomocg struktur Kripkego, nie jest separowalna
rowniez od skonczenie aksjomatyzowalnej podlogiki L.

Logiki zupetne w sensie Kripkego sg zwarte lecz nie na
odwrot.

Naszym celem jest zdefiniowanie nieprzeliczalnej rodziny
niezwartych (stad niezupetnych w sensie Kripkego) rozsz-
erzen logiki To.



Cel

ZdefiniowaC nieprzeliczalng rodzine logik Lx i formute ¢
taka ze, dla kazdej skonczenie aksjomatyzowalnej pod-

logiki L1, L1 C Lx zachodzi:

1. Istnieje struktura Kripkego § taka, ze § = L1 i § [~ ¢,

2. Jesli istnieje struktura Kripkego § taka, ze § = Lx, to
§ = .



Formuty nierdwnowazne zdefiniowane za pomoca jednej
zmiennej

Niech o := p A =OUp.

Definicja 5.
A1 = —p AU«
As i= —pA—-A1 NOQAq
Az = a ANQOA> AN QA
Dla n > 2:

Aon —p A QAzp—1 A QA2
Aopnt1 = aANQA, A=QA, 1
Twierdzenie 6. Formuty {A;}, i > 1 sg nierownowazne w
logice T5.



Dowdd: Rozwazmy nastepujacy model I = (W, R, V):



Y1 =D yo=—v ya=DpP ysE-"DP yYsEp yYsl=p

Q o o




Y1 =D yo=—v ya=DpP ysE-"DP yYsEp yYsl=p

Q o o o




Y1 = a yo = o
Yy1IE-p yoFEP Yy3EP yvaE"D yYsEDP ys =W

Q

P o o

:p) xz ‘: Y

r1 —p, L1 ‘: Dp

gdzie o := p A =OUp.



yl ]zmﬂoz
Y1 =D yo=—v ya=EDP ysE-"DP yYsEp yYsl=p

Q o o o




y1 = Aq
Y1 =D yo=—v ya=EDP ysE-"DP yYsEp yYsl=p

Q o o o




y1 = A1 yo = Ao
Y1 =D yo=—v ya=EDP ysE-"DP yYsEp yYsl=p

Q o o o




y1 = A1 yo =
y1 = -p yo &=

Q

Ay y3 = Az
p Y3EP Ya




y1 = A1 yo =
y1 = -p yo &=

Q

Ay yz = Az ya
p Y3EP Ya




Dla dowolnych ¢+ > 1 i x € W zachodzi:
x=A; wtw z =y,

Twierdzenie 7. W |ogice To istnieje nieskonczenie wiele
nierownowaznych formut zdefiniowanych za pomocg jednej
zmienneyj.

[3] Kostrzycka Z., On formulas in one variable in NEXT(KTB),
Bulletin of the Section of Logic, Vol.35:2/3, (2006), 119-
131.



Struktury w ksztafcie kota

Definicja 8. Niech n € w i n > 5. Struktura Kripkego w
ksztatcie kota nazywamy pare 20, = (W, R) gdzie

W =rim(W)Uh irim(W) :={1,2,....n} i h & rim(W).

R = {(z,y) € (rim(W))? : |z —y| < 1(mod(n — 1))} U
{(h,h)} U{(h,x),(x,h) : z € rim(W)}.



Diagram g




Niech:

BNAOAL N —=OQA> N QA3
BNA-0QAL AN OAS

@
I

m =2
|

°%[A,_1 — OAL], for k> 2
Dy, = O?[(Ap A =0Ag+1) — Oel,
02(0p — )

Q
Sy
|

&
|

k-1
Gr = (OpA N\ C;ADp_1 AE) — 02 A
=2



Lemat 9. Niech kK > 5 i k- liczba nieparzysta.
W, = G wtw i jest podzielne przez k + 2.

Przyktad: for k=7, 1 = 9.







4 = p

gdzie vy =08 A QA1 N QA
B =-UpAOUp

3FEDP

2F=p, 2=~



2E=p, 2=v

7= P

3FEP,3FE A



2E=p, 2=v

47=p
4 = Ao

3FEP,3FE A



2E=p, 2=v

3FEP,3FE A



2E=p, 2=v

47=p
4 = Az

3FEP,3FE A



4= p 3FDp3 = A
4 = Ao

gdzie G7 = (Op AN, C; A Dg AE) — Q2 Az,



Nieprzeliczalna rodzina logik Lx

Fromuty wytgczajace:

Fy = px A—po A —p1 A —p2 Ap3 A Tpg
Fisx = —px A —po A —-p1 A p2 A —p3 A —pg
Fo = —px Apo A —p1 A —p2 A-p3 A pg
F1 = —px« A—po Ap1 A —p2 A —p3 A\ p4
Fo = —px A7pg A —p1 Ap2 A p3 A pg
F3 = —ps« Apo A —p1 A —p2 Ap3 A pg
Faq = —ps« A—po A —p1 A p2 Ap3 ADpg



QR = {F1ANOF« AO(Fysx AN OQOFy) ANO(Fog A —OQOF3 N —QF,) A
ANO(Fo NO(F3 A QFg) N—=QFg AN —QF4) AN Q0F3 AN ~QF4} —
— {O(Fx ANOFg AN O(Fo AN O(Fux NOF3 ANQFR)) NOF3 AN OFy)},



Rola formuty Q:







Ry = {FxAOFgA—-OF>s A—~OF3 A =OF4 A =071 A O (Fy A
NO(Fa A O(F3 A O(Fa A O(Fax A OFL A OF2 A OF3)))))
ANO(FL A =QOF3 A =OFg) A OFa A OF3 A OF4 A =02 (Fo A OFkx)
— O{F4 A O([OTT3 A QT4 Fy A OFs A OFis)},

gdzie

O 1= 1,

Ol := O(—Fx A = Fux A1),
Ofep = O(—Fx A = Fase A OF10h)
and

[0 A O = =0T Ly A OTep.



Rola formuty R1:




F



Rola formuty R>:







L x - rodzina rozszerzen logiki T
Definicja 10. Ly (=T ®{GL ke X} QB {Rn:n>1}

Lemat 11. Niech X, Y C Prim i X #Y. Wtedy Lx # Ly .

Dowdd. Niech Prim:={n e N : n42 jest pierwsza, n >
5}. Przypusémy, ze XY C Prim i j € Y \ X. Wezmy
strukture 20;,5. Wtedy z lematu 9 mamy 20, - = G, co
daje G; ¢ Lx. Rowniez zachodzi: ;4o = Qi W,yo = Rp
dla kazdego n > 1, gdyz poprzedniki formut Q i R, nie sa
prawdziwe w zadnym punkcie Qﬂj_l_Q.



Formuta ¢

Hy = —sg A =81 A =89 A 83 A 7184,
Hyy i= 59 A\ 781 N\ 82 A 83 N\ 84,

Hy ;= [=sg A =81 A so» A =183 A T84,
Hq .= —sg ANl=s1 A sp A =83 A 84,
Ho := sg A =81 A 8o A =83 A\ 184,
H3 :=sg A sy Asp> A s3 A sy,

Hp = sg A sy A sp Allsz A sg,
@ = ={Ha NO[H3 A O[Ho AN O(H1 A OHg A OHx A OHux)]]}



Lemat 12. Niech § jest strukturg Kripkego, taka ze § =
Lx dla pewnego niepustego zbioru X C Prim. Wtedy

§ =

Dowdd. Przypus€my, ze istnieje struktura Kripkego 3,
taka ze § = Lx i § & ¢ dla pewnego X C Prim. Wtedy
musi istnieC co najmniej siedem punktow x«, r«, xg, 1, T2, X3, T4
takich ze:

I %

x4 3 13y, T1 0




Vi=0,1,2,3,4 1 V(ps) = {z4).
V(p;) = {x;}, i =

P Lkx |: Pxx

0 |_ Po
1 | P1

p2 X

2 x

3 | pP3 L

©
©

O

A4

A4

€,

o Ix |: j o



? Lxx |: F*>|<

raEFa z3FEF3 12 2 1 = 1 xo = Fo

& Tk |: Fy

Poniewaz poprzednik @ jest prawdziwy w z1 (zgodnie z
wartosciowaniem V), to nastepnik Q wymusi nastepujace
potgczenia we frame:



T4

L %

L3 L2 L1 L0

)

Poprzednik formuty R4 jest prawdziwy w xs. Stad musi
istnieC nowy punkt y taki ze yRx4 | yRx«. Niech y = x5.



3

Mozemy w ten sposdb (odpowiednio wartosciujgc formuty
Rn) wydefiniowa nieskonczony cigg punktdw: z;, 1 =
0,1,....



L6

L %

T5 Z T3 T T oy

Otrzymamy nieskonczong strukture §oo. W takiej struk-
turze mozemy obaliC kazdy z aksjomatow G;.

Przyktad: §o = Gs



4 PO

T6 =€
ro =Up z1 =y 20 E/A1 23\= Ao g = Asa5 = Ay 26 = As Up

gdzie Gs = (Lp A /\24:2 C; NDyg ANE) — <>2A5.



Lemat 13. Niech X C Prim i Ly jest skonczenie aksjo-
matyzowalng podlogika Ly . Wtedy istnieje struktura Krip-
kego § taka, ze § = L1 i § = .

Dowdd. Niech Ll C Tz@{Gk ke X, k< kl}@Q@{Rn :
1<n< nl} dla pewnych k1,n1.

Niech § = 6m1_|_2 gdzie

m1 > max(ky,6n1) i m1 € Prim.



Struktura sferyczna bez jednego promienia. Liczba punk-
tow na obreczy= mq + 2 i mq + 2-liczba pierwsza.



Wtedy zachodzi: &,,,40 F L1 1 6, 10 % .



Twierdzenie 14. Istnieje kontinuum niezwartych (i niezu-

petnych w sensie Kripkego) logik modalnych nad logika
Ts.

[4] Kostrzycka Z., On non-compact logics in NEXT(KTB),
Math. Log. Quart. 54, No. 6, (2008), 582-5809.



Pytanie: Czy istnieje niezupetna w sensie Kripkego i skonhcze-
nie aksjomatyzowalna logika w NEXT(KTB)7



